Laboratoire d’Images, Signaux et dispositifs de Télécommunication

Signaux et Systémes : TP1

Rappels

Année académique 2009-2010

1 Enoncé

1.1 Analyse en continu
1.1.1 Impulsion rectangulaire

Considérons le signal de la Figure 1(a). On demande :
1. Calculer la transformée de Fourier du signal rectangulaire en fonction du paramétre 7.

2. Représenter graphiquement ce spectre et calculer la coordonnée du premier zéro en fonction
de 7.

3. Interpréter lallure de ce spectre en fonction du paramétre 7. Comment peut-on relier la
solution de ce probléme aux cas extrémes du pic de Dirac et du signal constant ?

1.1.2 Filtre passe-bas idéal

On désire réaliser un filtre passe-bas idéal dont la caractéristique est similaire & celle d’une
impulsion rectangulaire mais dans le domaine fréquentiel (figure 1(b)). On demande :

1. Trouver la forme temporelle du filtre passe-bas.

2. Comparer a la solution de 1.1.1. Justifier.

1.1.3 Modulation des signaux

La représentation en fréquence est essentielle puisqu’elle représente 'information contenue dans
un signal. Une application pratique est la modulation des signaux. La modulation en amplitude
(AM) consiste a transmettre un signal selon une porteuse (de fréquence beaucoup plus élevée)
variant en amplitude.

Soit m(t) le signal & transmettre (de fréquence f,,) et p(t) = A.cos(Q.t) la porteuse (ou
Q. =2nfey fe >> fm) Le signal modulé en amplitude s(¢) (figure 2) est donné par :

s(t) = p(t) - m(t) + p(t) = Ac(1 +m(t))cos(2m fct) (1)



Nous obtenons donc un nouveau signal qui oscille a la fréquence de la porteuse et dont I’am-
plitude est modulée a la (aux) fréquence(s) du signal & transmettre (enveloppe). Le processus de
démodulation consiste alors & effectuer une détection d’enveloppe.
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F1G. 2 — Modulation AM

Soit un signal m(t) = cos(2w ft) avec f. >> fm, on demande :

1. Trouver et tracer le spectre de ce signal
2. Quel est Deffet de la multiplication par A.cos(2mf.t)?

3. Que se passe-t-il si I'information transmise est proche d’une impulsion rectangulaire ?

1.2 Analyse en discret
1.2.1 Choix du CAN

Soit la chaine d’acquisition représentée & la Figure 3.

x(t) Conversion du signal x(n)
—_— —— | Impulsionnel en signal | ——»

a temps discret

p(t)= Zm:é'(r—nT)

FiG. 3 — Chaine d’acquisition

La premiére gamme de musique (DO, RE, MI, FA; SOL, LA, SI, DO) s’étend de 130Hz a
260Hz. On désire réaliser une table de montage sonore basique. Pour ce faire, on veut numeériser les
signaux de la premiére gamme. On a le choix entre deux convertisseurs analogique-numérique. Le
premier posséde une fréquence d’échantillonnage de 800Hz et le deuxiéme posséde une fréquence
d’échantillonnage de 400Hz. On demande :

1. Représenter un LA (220Hz) en continu (avant le convertisseur) puis en discret (aprés le
convertisseur) pour le premier convertisseur.

2. L’information utile du spectre discret se trouve entre 0 et f,/2. Interpréter cette affirmation.



3. Refaire 'exercice pour le second convertisseur. Quelle fréquence va-t-on analyser si on se
limite & la plage de fréquence entre 0 et f;/2 7 Justifier ce phénomeéne.

1.2.2 Filtre en peigne

Nous avons vu qu’il était trés important de travailler sur le contenu fréquentiel des signaux.
Une des applications les plus importantes du traitement du signal est le filtrage. Par une opéra-
tion de filtrage, il est possible de supprimer un bruit, une partie d’information fréquentielle (ex :
compression d’image et du son), ... Soit un filtre en peigne :

y(n) =z(n) —z(n— L) (2)
On demande :
1. Ce filtre est-il récursif ?
2. Déterminer la réponse en fréquence.
3. Représenter "amplitude ‘H(ej“’)] et la phase de ce systéme pour L = 8.
4. La phase du filtre est-elle linéaire? Quelle est la conséquence d’une phase linéaire sur un
signal d’entrée du type sin(wt)?
Soit un signal continu donné par f(t) = 2cos(2w500t) 4+ 0.5¢0s(27w1000t) + 3cos(271500t) que

I'on échantillonne & 8000Hz. On demande :

1. Représenter le spectre du signal continu et échantillonné.

2. Que vaut le signal a la sortie du filtre (tenir compte de ’amplitude et de la phase du filtre)

1.2.3 Chaine de transmission
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F1G. 4 — Chaine de transmission

On propose de travailler sur une chaine de transmission représentée a la figure 4 dans laquelle :
— La période d’échantillonnage T vaut 0.125ms.
— w(n) est une fenétre rectangulaire de longueur N = 16 définie par :

1 0<n<N-1 jwoy _ SI(WN/2) N _1yw)2
w(n) = { 0 ailleurs W(e™) = We (8)

— Le signal d’entrée est e(t) = cos(2w1000t) + cos(273000t)

On demande :

Calculer la transformée de Fourier de x(n) (vous pouvez vous limiter & 'intervalle w € [—m, 7])
Calculer la transformée de Fourier de v(n) (vous pouvez vous limiter & 'intervalle w € [—m, 7])
Tracer Dallure de |V (e7*)|

Quelle est I'utilité d’une fenétre d’observation lorsque ’on travaille en numérique ?
Déterminer les coefficients V (k) de la DFT de v(n) pour k =1---15

Quelle est U'influence de la longueur de la DFT (plus grand que 16) ? Quelles sont les possi-
bilités afin d’augmenter ce nombre d’échantillons ?
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Quelques formules utiles

Transformée de Fourier d’un signal continu

X(Q) :/ JS(T)efdeT et x(t) = %/ X(Q)ejmdQ

Signal Transformée de Fourier
1 276 (§2)
PR 270(2 — Qo)
cos(Qot) | m(6(Q — Q) +0(2+ Qo))

Convolution

Dans le domaine temporel :
y(t) = / z(T)h(t — T)dT = Y () = HQ)X(Q)
Dans le domaine fréquentiel :

Y(Q) =5 /_OO X(r)H(Q —7)dr = y(t) = h(t)x(t)

Transformée de Fourier d’un signal discret

+oo T
X(edv) = Z z(n)e 7" et z(n) =L X (e7¥) eI dw

Transformée de Fourier discréte (DFT) d’un signal discret

N—

> X(k)el Tk

=0

—

N-1
X(k) = Z x(n)e*j%"’“ et x(n)=

n=0

=
3



2 Corrigés TP1

2.1 Analyse en continu : Impulsion rectangulaire

La transformée de Fourier du signal rectangulaire est donnée par :

o) ) T/2 ]
X(Q) = / x(t)e IMdt = / e I gt
—oo —7/2
T/2 4
— l:_lee—th:| B — _j% |:e—jQ7'/2 _ ejQT/Z ( )

= 2sin(Qr/2) = 7sinc(Q7/2)

ou sinc(z) = sin(x)/x (sinus cardinal)

F1a. 5 — Spectre X(Q)

Le spectre a une longueur infinie.
La coordonnée du premier zéro est 27/7. Si, & présent, on modifie la valeur de 7, on obtient :

— pour 7 — 0 (pic de Dirac) : le spectre tend & étre plat
— pour T — oo (signal constant) : le spectre tend & étre un pic de Dirac

2.2 Analyse en continu : Filtre passe-bas idéal

La forme temporelle du filtre passe-bas idéal est obtenue en appliquant la transformée de Fourier
inverse, & savoir :

oo ) 1 T/2
z(t) = %/ X(Q)ejmdﬂz—/ EAL/Y)
4 —0 2m —7/2
T/2
- L |:16j9t] — 1 |:ejt"'/2 _ ejt7/2:| (5)
27 | gt /2 j2nt

= Lsin(tr/2) = Lsinc(tt/2)

En comparant avec la relation 4, on remarque que ’on obtient une expression duale. Il s’agit
en fait de l'illustration de la propriété de la dualité de la transformée de Fourier.

2.3 Analyse en continu : Modulation des signaux

Le spectre de s(t) peut étre calculé rapidement de différentes maniéres :

1. soit en appliquant la propriété dite « de modulation » : a(t)e’*%? E X(Q— Q)

s(t) _ Ac(l + m(t)) <ej27rfct_~_2€j27rfct) _ % (ejwaCt + e—j27rfct —|—m(t) . ej27rfct + m(t) ) e—j27rfct)

= 5(Q) = 4 (%5(9 — Q) +276(2+ Q) + M(2 — Q) + M(Q + Qc))
(6)



2. soit en se rappelant qu’une multiplication de deux signaux dans le domaine temporel corres-
pond & une convolution dans le domaine fréquentiel.

S(2) =P(Q) + P(Q) @ M(Q) (7

avec :

P(Q) = A, (5(9 Q) +6(Q+Q ))
(8)

P(Q)® = QA/ P(Q —v)dv = % <M(Q Q)+ M(Q+ m))
S(w)
ik ik
fc-fm -fc  -fc+fm fc-fm fc  fc+fm

F1G. 6 — Spectre du signal modulé

Nous constatons que le spectre du signal avant modulation a été décalé autour de la fréquence
de la porteuse f.. La bande passante B du signal correspond & la gamme de fréquence utilisée,
c’est-a-dire B = 2f,,.

Enfin, le spectre d’un signal rectangulaire est infini (voir exercice 1.1.1). La modulation de ce
signal donnera donc lieu a une pollution fréquentielle (recouvrement spectral).

2.4 Analyse en discret : Choix du CAN
2.4.1 1°°CAN

Le spectre du signal continu comprend une raie & 220H z et une seconde raie image en —220H z.
La seule information utile étant 220H z, lorsqu’on analyse le spectre, on considére seulement les
fréquences entre 0 et fs/2. Le spectre du signal échantillonné se répéte a chaque multiple de la
fréquence d’échantillonnage fs. La conversion analogique-numérique n’a donc pas tronqué le signal.
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Fi1G. 7 — Convertisseur 1 (f; = 800H 2)

2.4.2 2°CAN

En ce qui concerne le second CAN, on constate que la fréquence que 'on observe entre 0 et
fs/2 n’est plus 220H z mais bien 180H z. Il s’agit tout simplement de l'illustration du théoréme de
I’échantillonnage qui stipule que la fréquence d’échantillonnage doit étre choisie de telle sorte & ce
qu’elle soit supérieure au double de la fréquence maximale du signal continu.
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F1a. 8 — Convertisseur 2 (f, = 400H z)

2.5 Analyse en discret : Filtre en peigne
L’équation aux différences de ce filtre est :

y(n) = z(n) —z(n - L) (9)

Ce filtre est non-récursif car sa sortie ne dépend pas des valeurs précédentes (pas de y(n — 1)
par exemple).

2.5.1 Reéponse en fréquence

La réponse en fréquence du filtre est donnée par :

jw Y(ejw) —jwL jw jArg(H(e?%
H(e ):X(ejw):1_e Il = |H(e)| e 9(H(e™)) (10)
L’amplitude est donnée par :
|H(e7%)| = /(1 — cos(wL))? + sin(wL) = \/2 — 2cos(wL) = 2 |sin(wL/2)| (11)
La phase est quant a elle déterminée comme suit :
H(ejw> = 1— e—ij _ e—ij/Z(eij/Q _ e—ij/2)
= 2je L 25in(wL/2) (12)
= Arg(H(e’*) =7/2 —wL/2

On constate que la phase est linéaire. Ainsi, si la phase est linéaire, un signal de type sin(wt) a
Pentrée du filtre sera du type sin(wt + ¢) = sin(wt + kw) = sin(w(t + k)) a la sortie. La linéarité
de la phase implique donc un délai du signal.

2.5.2 Reéponse au signal f(¢)
Soit le signal continu f(t) que 'on échantillonne & fs =1/T5 = 8000H z :

f(t) = 2cos(2w500t) + 0.5c0s(2w1000t) + 3cos(2w1500¢) (13)

On remarque premiérement que la fréquence d’échantillonnage est suffisamment élevée afin
d’éviter le repliement spectral. Les spectres dans le domaine continu et discret sont donnés & la
figure 10.

En sortie de filtre, le signal sera modifié comme suit :

f [ w=0T, =2rfT, | [H(*)] | Arg(H (™)
500 /8 D) 0
1000 /4 0 —m/2
1500 3m/8 2 0

Le signal de sortie sera :

fo(t) = 4cos(2w500t 4 0.) + 6cos(271500¢) (14)

La composante 1000 Hz a donc été supprimée.
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Fia. 9 — Réponse en fréquence

NN

-1500 -1000 -500 500 1000 1500 f
DISCRET
I I
I I
I I
T T
| -7500 -7000 -6500 -1500 -1000 -500 500 1000 1500 6500 7000 7500 1 f
-fs fs

FiG. 10 — Spectres du signal continu et discret

2.6 Analyse en discret : Chaine de transmission

2.6.1 Transformée de Fourier de z(n)
X(e?¥) =m|6(w —7/4) + 6(w + 7/4) + 6(w — 37/4) + §(w + 37/4) (15)

2.6.2 Transformée de Fourier de v(n)

Le signal v(n) est obtenu en multipliant dans le domaine temporel le signal (n) par une fenétre
rectangulaire w(n). Il s’ensuit une convolution dans le domaine fréquentiel.

= V() = X(e/¥)® W(elv)

= H(Wemm) Wt m) W —sm/ ) 4 Wt an/y) 00

2

2.6.3 Coefficients V (k) de la DFT (k=1---15)

La DFT de longueur N correspond & une estimation de la transformée de Fourier en un nombre
fini N de points (=~ échantillonnage fréquentiel). L’algorithme DFT étant applicable & un nombre
N fini d’échantillons, une fenétre d’observation doit étre utilisée.
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Fia. 11 — Spectre de w(n) et de v(n)

N-1
View) = v(n)e Iwn

it (17)
Vik) = v(n)e TN = V(ejw)‘w:k?fr/N

n=0

Oun constate donc sur la figure 11(b) que seuls les coefficients V' (k),k = 2,6 sont non nuls et
valent tous deux N/2 = 8. Si & présent on augmente le nombre de points, on affine la discrétisation
de la transformée de Fourier et la DFT sera dés lors plus précise. Cette augmentation du nombre
d’échantillons de la DFT peut étre mise en oeuvre de deux maniéres différentes : soit on utilise une
fenétre d’observation plus longue, soit on prolonge la séquence v(n) par des zéros et on calcule une
DFT de longueur L plus grande.



